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Â ðàáîòå ðàññìîòðåí àíàëîã ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè
(ËÀÍ, ñì., íàïðèìåð, [1], [2], [10]) â ñëó÷àå ïàðàìåòðà áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè â çàäà÷àõ ïðîâåðêè ãèïîòåç. Â ýòîé ñâßçè ïðèâîäèòñß òàêæå áàé-
åñîâñêàß ïîñòàíîâêà è ñòðîßòñß áàéåñîâñêèå êðèòåðèè. Ìåòîäàìè ðàáîò
[6] - [8] óñëîâèß ðåãóëßðíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóåìûå äëß ñïðàâåäëèâî-
ñòè ËÀÍ ñ îäíîìåðíûì ïàðàìåòðîì (ñì. [1]) îáîáùàþòñß (â ÷àñòíîñòè
íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèß ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà) íà ñëó÷àé ïà-
ðàìåòðà ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîâåðêà ãèïîòåç; ëîêàëüíàß àñèìïòîòè÷åñêàß íîð-
ìàëüíîñòü.
Keywords: hypotheses veriﬁcation; local asymptotic normality.
Ââåäåíèå. Ïóñòü
Xn = (Xn1, . . . , Xnn), (1.1)
íåçàâèñèìûå íàáëþäåíèß èXni èìåþò ïëîòíîñòè p(x, θni), θni ∈ IR, i = 1, . . . , n
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé σ - êîíå÷íîé ìåðû ν(·). Îáîçíà÷èì âåêòîð ïàðàìåòðîâ
÷åðåç
θn = (θn1, . . . , θnn) ∈ IRn. (1.2)
Íà îñíîâå íàáëþäåíèé Xn ìû õîòèì ïðîâåðèòü ïðîñòóþ ãèïîòåçó âèäà
Hn0 : θn = 0, (1.3)
(òî÷êà 0 âçßòà áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè è ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ëþáóþ ôèêñè-
ðîâàííóþ òî÷êó θ0 ∈ IRn ñ îäèíàêîâûìè êîîðäèíàòàìè), òî åñòü ïðè ãèïîòåçå Hn0
íàáëþäåíèß Xni íåçàâèñèìû îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ ïëîòíîñòüþ p(x) ≡ p(x, 0).
Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ðàññìîòðèì ñëîæíóþ àëüòåðíàòèâó âèäà
Hn1 : θn 6= 0. (1.4)
Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòð θn ïðè ãèïîòåçå Hn1
ñëó÷àåí è èìååò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Qn(·), ïðî êîòîðîå ìû ïðåäïîëîæèì,
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïpè ïîääåpæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïpî-
åêòû 02-01-00949, 02-01-01080 è 03-01-00428, è INTAS, ïðîåêò 03-51-5018.
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÷òî îíî ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì n êîîðäèíàòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî θn ßâëßåòñß ñëó÷àéíûì âåêòîðîì â IRn ñ íåçàâèñè-
ìûìè êîîðäèíàòàìè θn1, . . . , θnn, êîòîðûå èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïðåäåëåíèß
Qn1(·), . . . , Qnn(·).
Ïðè ãèïîòåçå Hn1 âåêòîð Xn èìååò ïëîòíîñòü
pn(xn, θn) =
n∏
i=1
p(xi, θni), xn = (x1, . . . , xn). (1.5)
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàñïðåäåëåíèå è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ýòîé ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç Pn,θn è En,θn . Àíàëîãè÷íî ïðè ãèïîòåçå
Hn0 âåêòîð Xn èìååò ïëîòíîñòü
pn(xn) ≡ pn(xn, 0) =
n∏
i=1
p(xi). (1.6)
Îáîçíà÷èì ìîùíîñòü êðèòåðèß Ψn(Xn) ïðè ôèêñèðîâàííîé àëüòåðíàòèâå θn ÷åðåç
βn(θn,Ψn) = En,θn Ψn(Xn) =
=
∫
Ψn(xn) pn(xn, θn) dν(x1) · · · dν(xn). (1.7)
Ïî ëåììå Íåéìàíà - Ïèðñîíà, ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ∈ (0, 1)
êðèòåðèé Ψ∗n(Xn), ìàêñèìèçèðóþùèé ìîùíîñòü (1.7) â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ
Ψn(Xn), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
En,0 Ψn(Xn) ≤ α (1.8)
ñóùåñòâóåò è èìååò âèä
Ψ∗n(xn) =
{
1, hn(xn) > cn,
0, hn(xn) < cn,
(1.9)
ãäå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèß hn(xn) èìååò âèä (ñì. (1.5), (1.6))
hn(xn) =
pn(xn, θn)
pn(xn)
=
n∏
i=1
p(xi, θni)
p(xi)
, (1.10)
ïðè÷åì êîíñòàíòû cn è êðèòåðèè Ψ∗n(xn) íà ìíîæåñòâàõ
{xn : hn(xn) = cn}
äîëæíû è ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû
En,0 Ψ∗n(Xn) = α. (1.11)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç β∗n(θn) ìîùíîñòü (îãèáàþùàß ôóíêöèß ìîùíîñòè) ýòîãî êðèòå-
ðèß, òî åñòü
β∗n(θn) = En,θn Ψ
∗
n(Xn). (1.12)
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Âñþäó äàëåå â ðàáîòå ïðèíßòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß. Äëß ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ f(x, θ) îáîçíà÷èì
f (j)(x, θ) =
∂j
∂θj
f(x, θ), f (j)(x) = f (j)(x, 0), j = 0, 1, . . . (1.13)
Îáîçíà÷èì òàêæå
l(x, θ) = log p(x, θ), lG(x, θ) = log
∫
p(x, θu)dG(u), ψj(x) =
p(j)(x)
p(x)
, j = 1, 2, . . .
J(θ) = Eθ
(
p(2)(X1, θ)
p(X1)
)2
, I(θ) = Eθ
(
l(1)(X1, θ)
)2
, (1.14)
Lnj =
n∑
i=1
θjni(l
(j)(Xi) − E0 l(j)(X1)), LQnj =
n∑
i=1
bjni(l
(j)
G (Xi) − E0 l(j)G (X1)), (1.15)
ãäå {bni} íåêîòîðûå êîíñòàíòû,
µnj = E0 l(j)(X1)
n∑
i=1
θjni, µQnj = E0 l
(j)
G (X1)
n∑
i=1
bjni, (1.16)
σ2nj = Var0 l
(j)(X1)
n∑
i=1
θ2jni, σ
2
Qnj = Var0 l
(j)
G (X1)
n∑
i=1
b2jni. (1.17)
Òàêèì îáðàçîì ëîãàðèôì îòíîøåíèß ïðàâäîïîäîáèß äëß ïðîâåðêè ãèïîòåçû Hn0
ïðîòèâ ôèêñèðîâàííîé àëüòåðíàòèâû θn èç Hn1 ðàâåí
Λn(θn) =
n∑
i=1
log
p(Xi, θni)
p(Xi)
=
n∑
i:θni 6=0
log
p(Xi, θni)
p(Xi)
, (1.18)
Äëß îòíîøåíèß ïðàâäîïîäîáèß hn(Xn) (ñì. (1.10)) áóäåò ïîñòðîåíà (ñì. ðàçäåë 3
è âûâîä ôîðìóëû (3.9)) ñëåäóþùàß ñòîõàñòè÷åñêàß àïïðîêñèìàöèß (ïðè âûïîëíå-
íèè ôîðìóëèðóåìûõ íèæå óñëîâèé ðåãóëßðíîñòè)
hn(Xn) = exp{Λn(θn)} ≈ h¯n(Xn) ≡ exp
{
L˜n1 − A
2 I
2
}
, (1.19)
ãäå A2 > 0 íåêîòîðàß ïîñòîßííàß (ñì. óñëîâèå (T2), (1.21)),
L˜n1 =
n∑
i=1
θni l˜
(1)(Xi), l˜(1)(x) = l(1)(x) 1Dni,δ(x),
Dni,δ - ìíîæåñòâà èç Ëåììû 4.6, δ > 0 - ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî è 1A(·) - èíäè-
êàòîð ìíîæåñòâà A.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèß ðåãóëßðíîñòè. Ñëåäóß ðàáîòå [8] íàçîâåì ñåìåéñòâî èç-
ìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Aθ, θ ∈ [0, ε]}, ε > 0, 2 - ñèñòåìîé, åñëè Aθ1 ⊂ Aθ2 , ïðè
0 < θ2 < θ1 ≤ ε, p(x) > 0 íà
A0 =
⋃
θ∈[0,ε]
Aθ
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è
P0(Acθ) = o(θ
2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç
εA(x) = sup [0 ≤ θ ≤ ε : x ∈ Aθ].
Òîãäà εA(x) > 0 ïðè x ∈ A0 è x ∈ Aθ, åñëè 0 < θ < εA(x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü p(x, θ) óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (ñì.[8]
è [2], ñòð. 85, Óñëîâèå 1.4.8, [1], Óñëîâèß À1 - À3).
Óñëîâèå F (1)2 . Ñóùåñòâóåò ε > 0 è 2 - ñèñòåìà {Aθ, θ ∈ [0, ε]} òàêèå, ÷òî
1. äëß ëþáîãî x ∈ A0 ïëîòíîñòü p(x, θ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî θ ∈ [0, εA(x)].
Äëß ëþáîãî θ ∈ [0, ε], p(1)(x, θ) ñóùåñòâóåò äëß ν - ïî÷òè âñåõ x ∈ Aθ;
2.
0 < I = E0
(
l(1)(X1)
)2
< ∞;
3. âûïîëíßåòñß ñîîòíîøåíèå∫ (√
p(x, θ) −
√
p(x) − θ p
(1)(x)
2
√
p(x)
)2
dν(x) = o(θ2).
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèß äëß âûïîëíåíèß Óñëîâèß F (1)2 (3) ïðèâåäåíû â Ëåììå 4.5
(2).
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïàðàìåòð θn óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùèì óñëîâèßì
(T1) : θ¯n = max
1≤i≤n
|θni| → 0. (1.20)
(T2) :
n∑
i=1
θ2ni → A2 > 0, n → ∞. (1.21)
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàß ÷òî àïïðîêñèìàöèß
h¯n(Xn) ïðèáëèæàåò hn(Xn) â ìåòðèêå L1, òî åñòü
En,0 |hn(Xn) − h¯n(Xn)| → 0, n → ∞. (1.22)
Èñïîëüçóß ýòî ñîîòíîøåíèå, áóäåò òàêæå ïîêàçàíî (ñì. Ëåììó 1.1), ÷òî êðèòåðèé,
îñíîâàííûé íà h¯n(Xn), àñèìïòîòè÷åñêè èìååò òó æå ìîùíîñòü, ÷òî è íàèëó÷øèé
êðèòåðèé Ψ∗n(Xn).
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ε > 0, äëß êîòîðîãî ïëîòíîñòè p(x, θ) è
p(x,−θ), 0 ≤ θ ≤ ε óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ F (1)2 è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß
ðåãóëßðíîñòè (T1) è (T2) (ñì. (1.20) è (1.21)), òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(1.22).
Çàìå÷àíèå 1.1. Çàìåòèì, ÷òî â àïïðîêñèìàöèþ h¯n(Xn) (ñì. (1.19)) âõîäßò
ìíîæåñòâà Dni,δ, çàâèñßùèå îò ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ÷èñëà δ > 0, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîãî îáåñïå÷èâàåòñß ñòðåìëåíèå ê íóëþ â ñîîòíîøåíèè (1.22) (ñì. ôîðìóëó (5.11)).
Ýòî ÷èñëî ìîæíî çàìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ δn ↓ 0, êîòîðàß òàê æå êàê è
ìíîæåñòâà {Dθ,δ} èç Ëåììû 4.5 íåêîíñòðóêòèâíà. Âîçìîæíîñòü òàêîé çàìåíû îñ-
íîâàíà íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî íåòðóäíî ïîëó÷èòü.
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Ïóñòü {Dθ,δ} ïðè êàæäîì δ > 0 íåêîòîðàß 2 - ñèñòåìà. Òîãäà ñóùåñòâóåò 2
- ñèñòåìà {Dθ} è ôóíêöèß δ(θ) > 0 òàêèå, ÷òî δ(θ1) ≤ δ(θ2) ïðè θ1 ≤ θ2; δ(θ)→ 0
ïðè θ ↓ 0 è Dθ ⊂ Dθ,δ(θ).
Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîé Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
an ≡
∫
h¯n(xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) → 1. (1.23)
Ïîýòîìó âûðàæåíèå âèäà
1
an
h¯n(xn) pn(xn) ≥ 0 (1.24)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòåé. Â ñâßçè ñ ýòèì
ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû Hn0 (ñì. (1.3)) ïðîòèâ ïðîñòîé àëü-
òåðíàòèâû H¯n1, ñîãëàñíî êîòîðîé âåêòîð íàáëþäåíèé Xn èìååò ïëîòíîñòü (1.24)
ñ θn 6= 0. Ïî ëåììå Íåéìàíà - Ïèðñîíà, ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè
α ∈ (0, 1), íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé Ψ¯∗n(Xn) óðîâíß α èìåò âèä
Ψ¯∗n(xn) =
{
1, h¯n(xn) > c¯n,
0, h¯n(xn) < c¯n,
(1.25)
ïðè÷åì êîíñòàíòû c¯n è êðèòåðèè Ψ¯∗n(xn) íà ìíîæåñòâàõ
{xn : h¯n(xn) = c¯n}
îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû
En,0 Ψ¯∗n(Xn) = α. (1.26)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç β¯∗n(θn) ìîùíîñòü ýòîãî êðèòåðèß, òî åñòü
β¯∗n(θn) = En,θn Ψ¯
∗
n(Xn).
Ëåììà 1.1. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.22), òîãäà
β∗n(θn) − β¯∗n(θn) → 0, n → ∞.
Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ÷àñòè 2 ðàññìàòðèâàåòñß áàéåñîâ-
ñêàß ïîñòàíîâêà, ÷àñòü 3 ñîäåðæèò ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîê-
ñèìàöèè äëß îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèß, â ðàçäåëå 4 ïðèâîäèòñß ñõåìà äîêàçàòåëü-
ñòâà îñíîâíûõ Òåîðåì 1.1 è 2.1, ÷àñòü 5 ïîñâßùåíà äîêàçàòåëüñòâàì Òåîðåì 1.1, 2.1,
Ëåìì 1.1, 2.1 è âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, â ðàçäåëå 6 ñîäåðæàòñß ïðèìåðû.
Ïîìèìî ââåäåííûõ ðàíåå, èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß: IR  äåéñòâè-
òåëüíàß ïðßìàß, ñèìâîë =⇒ áóäåò îáîçíà÷àòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü, Φ(x) è ϕ(x) 
ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß è ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, N (µ, σ2)
 íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â IR ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè, uγ - γ - êâàíòèëü
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà (Φ(uγ) = γ, γ ∈ (0, 1)), τ = n−1/2.
Äëß ïîëèíîìà H(x) =
∑
i≥0
cix
i è r > 0 îáîçíà÷èì
[
H(x)
]
r
=
∑
0≤i≤r
cix
i.
Ñèìâîë îçíà÷àåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.
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Áàéåñîâñêàß ïîñòàíîâêà. Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ïàðàìåòð θn ïðè ãèïîòåçå Hn1 ñëó÷àåí è èìååò àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Qn(·),
ïðî êîòîðîå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ßâëßåòñß ïðßìûì ïðîèçâåäåíèåì n êîîð-
äèíàòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Òàêèì îáðàçîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî θn ßâëßåòñß ñëó÷àéíûì
âåêòîðîì â IRn ñ íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè θn1, . . . , θnn, êîòîðûå èìåþò ñîîò-
âåòñòâåííî ðàñïðåäåëåíèß Qn1(·), . . . , Qnn(·). Àíàëîãè÷íàß ñèòóàöèß ðàññìîòðåíà
â ðàáîòå [7] äëß ñëó÷àß íîðìàëüíûõ íàáëþäåíèé (ñì. òàêæå ïðèìåð 3 èç ÷àñòè 6).
Òàì æå èìååòñß è ìîòèâèðîâêà òàêîé ïîñòàíîâêè.
Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ïëîòíîñòü (1.5) ßâëßåòñß óñëîâíîé ïëîòíîñòüþ Xn
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θn è áåçóñëîâíàß ïëîòíîñòü Xn èìååò âèä
pQnn (xn) =
∫
pn(xn, θn) dQn1(θn1) · · · dQnn(θnn) =
=
n∏
i=1
∫
p(xi, u) dQni(u), (2.1)
òî åñòü ôîðìàëüíî ýòî ñìåñü pn(xn, θn) ïî ïàðàìåòðó θn.
Â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ìîùíîñòü êðèòåðèß Ψn(Xn) îïðåäåëßåòñß êàê
βQnn (Ψn) =
∫
Ψn(xn) pQnn (xn) dν(x1) · · · dν(xn) =
=
∫
βn(θn,Ψn) dQn1(θn1) · · · dQnn(θnn). (2.2)
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè è íåðàâåíñòâà 0 ≤ Ψn(xn) ≤ 1.
Â ñèëó ëåììû Íåéìàíà - Ïèðñîíà, ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ∈
(0, 1) áàéåñîâñêèé êðèòåðèé ΨQnn (Xn) ìàêñèìèçèðóåò ìîùíîñòü (2.2) â êëàññå âñåõ
êðèòåðèåâ Ψn(Xn), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
En,0 Ψn(Xn) ≤ α (2.3)
è èìååò âèä
ΨQnn (xn) =
{
1, hQnn (xn) > dn,
0, hQnn (xn) < dn,
(2.4)
ãäå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèß hQnn (xn) èìååò âèä (ñì. (1.6), (2.1))
hQnn (xn) =
pQnn (xn)
pn(xn)
=
n∏
i=1
∫
p(xi, u) dQni(u)
p(xi)
, (2.5)
ïðè÷åì êîíñòàíòû dn è êðèòåðèè ΨQnn (xn) íà ìíîæåñòâàõ
{xn : hQnn (xn) = dn}
îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû
En,0 ΨQnn (Xn) = α. (2.6)
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå êðèòåðèé ΨQnn (Xn) èìååò âèä (2.4) â ñèëó ëåììû Íåé-
ìàíà - Ïèðñîíà è òîãî ôàêòà, ÷òî â áàéåñîâñêîé ïîñòàíîâêå ñëîæíàß ãèïîòåçà Hn1
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(ñì. (1.4)) çàìåíßåòñß ïðîñòîé ãèïîòåçîé HQnn1 , ñîãëàñíî êîòîðîé âåêòîð Xn èìååò
ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü (2.1).
Òàêèì îáðàçîì ëîãàðèôì îòíîøåíèß ïðàâäîïîäîáèß äëß ïðîâåðêè ãèïîòåçû
Hn0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû HQnn1 ðàâåí
ΛQnn =
n∑
i=1
log
∫
p(Xi, u) dQni(u)
p(Xi).
(2.7)
Îáîçíà÷èì ÷åðåçGni(u)ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèßQni(·).
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θni èìåþò âèä θni =
bniθi, ãäå bni ≥ 0, i = 1, . . . , n - íåêîòîðûå êîíñòàíòû, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû θi
îãðàíè÷åíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàß, ÷òî
|θi| ≤ C, i = 1, 2, . . . , n,
èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß G(u), òî åñòü
Gni(u) = G(u/bni), i = 1, . . . , n.
Ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß G(u) è êîíñòàíòû {bni} óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì ðåãó-
ëßðíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûì íèæå (ñì. óñëîâèß (G1), (G2) è (B1), (B2), (2.9) -
(2.12)), êîòîðûå, ãðóáî ãîâîðß, îçíà÷àþò ñèììåòðèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß G(u)
è ¾àñèìïòîòè÷åñêóþ ðåãóëßðíîñòü¿ êîíñòàíò {bni}. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè
ΛQnn (2.7) ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíßåòñß òîëüêî íà òå i, ïðè êîòîðûõ bni > 0.
Äëß îòíîøåíèß ïðàâäîïîäîáèß hQnn (xn) áóäåò ïîñòðîåíà (ñì. ðàçäåë 3 ôîðìóëó
(3.20) è åå âûâîä) ñëåäóþùàß ñòîõàñòè÷åñêàß àïïðîêñèìàöèß (ñì. (1.14) è (1.15))
hQnn (Xn) = exp{ΛQnn } ≈ h¯Qnn (xn) ≡ exp
{ L˜Qn2
2
− JB
4
8
}
, (2.8)
ãäå
L˜Qn2 =
n∑
i=1
b2ni ψ˜2(Xi), J = E0
(
ψ2(X1)
)2
,
ψ2(x) =
p(2)(x)
p(x)
, ψ˜2(x) = ψ2(x) 1Cni,δ (x),
Cni,δ - ìíîæåñòâà èç Ëåììû 4.8, δ > 0 - ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî è B4 > 0 -
íåêîòîðàß ïîñòîßííàß (ñì. óñëîâèå (B2), (2.12)).
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñëîâèß ðåãóëßðíîñòè íà ïëîòíîñòü p(x, θ) è àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå Qn( · ).
Ñëåäóß ðàáîòå [8] íàçîâåì ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Bθ, θ ∈ [0, ε]}, ε > 0,
4 - ñèñòåìîé, åñëè Bθ1 ⊂ Bθ2 , ïðè 0 < θ2 < θ1 ≤ ε, p(x) > 0 íà
B0 =
⋃
θ∈[0,ε]
Bθ
è
P0(Bcθ) = o(θ
4).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç
εB(x) = sup [0 ≤ θ ≤ ε : x ∈ Bθ].
Òîãäà εB(x) > 0 ïðè x ∈ B0 è x ∈ Bθ, åñëè 0 < θ < εB(x).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîòíîñòü p(x, θ) óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (ñì.[8]
è [2], ñòð 85, Óñëîâèå 1.4.8, [1], Óñëîâèß À1 - À3).
Óñëîâèå F (3)4 . Ñóùåñòâóåò ε > 0 è 4 - ñèñòåìà {Bθ, θ ∈ [0, ε]} òàêèå, ÷òî
1. äëß ëþáîãî x ∈ B0 ïëîòíîñòü p(x, θ) èìååò äâå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
ïî θ ∈ [0, εB(x)], p(2)(x, θ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî θ ∈ [0, εB(x)].
Äëß ëþáîãî θ ∈ [0, ε], p(3)(x, θ) ñóùåñòâóåò äëß ν - ïî÷òè âñåõ x ∈ Bθ;
2.
J > 0, E0
∣∣∣∣∣
(
p3/4
)(j)
(X1)
p3/4(X1)
∣∣∣∣∣
4/j
< ∞, j = 1, 2, 3;
3. âûïîëíßåòñß ñîîòíîøåíèå∫ ∣∣∣∣∣p3/4(x, θ) − p3/4(x) −
3∑
j=1
θj
j!
(
p3/4
)(j)
(x)
∣∣∣∣∣
4/3
dν(x) = o(θ4).
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèß äëß âûïîëíåíèß Óñëîâèß F (3)4 (3) ïðèâåäåíû â Ëåììå 4.7
(2). Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñëîâèß ðåãóëßðíîñòè íà àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèß Qn
(G1) : Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàß, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå G(·) ñîñðåäîòî-
÷åíî íà îòðåçêå [−C,C], òî åñòü
G([−C, C]) = 1. (2.9)
(G2) :
∫
u dG(u) =
∫
u3 dG(u) = 0,
∫
u2 dG(u) = 1, (2.10)
(B1) : bni ≥ 0, b¯n = max
1≤i≤n
bni → 0, (2.11)
(B2) :
n∑
i=1
b4ni → B4 > 0, n → ∞. (2.12)
Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (G2), (B1) è (B2) ñóììà âèäà
n∑
i=1
(θ2ni − bni) =
n∑
i=1
b2ni(θi − 1) (2.13)
àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (0, B4(µ4 − 1)),
µ4 =
∫
u4 dG(u)
(ñì. Ëåììó 4.2 è çàìå÷àíèß ê íåé).
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Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàß ÷òî àïïðîêñèìàöèß
h¯Qnn (Xn) ïðèáëèæàåò hQnn (Xn) â ìåòðèêå L1, òî åñòü
En,0 |hQnn (Xn) − h¯Qnn (Xn)| → 0, n → ∞. (2.14)
Ñ ó÷åòîì ýòîãî ôàêòà òàêæå áóäåò ïîêàçàíî (ñì. Ëåììó 2.1), ÷òî êðèòåðèé, îñíî-
âàííûé íà h¯Qnn (Xn) àñèìïòîòè÷åñêè íå õóæå îïòèìàëüíîãî êðèòåðèß ΨQnn (Xn).
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ε > 0, äëß êîòîðîãî ïëîòíîñòè p(x, θ) è
p(x,−θ), 0 ≤ θ ≤ ε óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ F (3)4 , è ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß
ðåãóëßðíîñòè (G1), (G2), (B1), (B2) (ñì. (2.9) - (2.12)), òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå (2.14).
Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîé Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî
dn ≡
∫
h¯Qnn (xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) → 1. (2.15)
Ïîýòîìó âûðàæåíèå âèäà
1
dn
h¯Qnn (xn) pn(xn) ≥ 0 (2.16)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòåé. Â ñâßçè ñ ýòèì
ðàñìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû Hn0 (ñì. (1.3)) ïðîòèâ ïðîñòîé àëü-
òåðíàòèâû H¯Qnn1 , ñîãëàñíî êîòîðîé âåêòîð íàáëþäåíèé Xn èìååò ïëîòíîñòü (2.16).
Ïî ëåììå Íåéìàíà - Ïèðñîíà, ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ∈ (0, 1),
íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé Ψ¯Qnn (Xn) óðîâíß α èìååò âèä
Ψ¯Qnn (xn) =
{
1, h¯Qnn (xn) > d¯n,
0, h¯Qnn (xn) < d¯n,
(2.17)
ïðè÷åì êîíñòàíòû d¯n è êðèòåðèè Ψ¯Qnn (xn) íà ìíîæåñòâàõ
{xn : h¯Qnn (xn) = d¯n}
îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû
En,0 Ψ¯Qnn (Xn) = α. (2.18)
Ëåììà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (2.14), òîãäà
βQnn (Ψ
Qn
n ) − βQnn (Ψ¯Qnn ) → 0, n → ∞.
Ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä ñòîõàñòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé äëß îòíîøå-
íèé ïðàâäîïîäîáèß. Â ýòîì ðàçäåëå íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå ïîëó÷åíû ñòîõà-
ñòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè h¯n(Xn) è h¯Qnn (Xn) îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèß hn(Xn) è
hQnn (Xn) (ñì. ôîðìóëû (1.10),(1.19),(2.5) è (2.8)). Ýòîò âûâîä äàëåå áóäåò èñïîëü-
çîâàí â ðàçäåëàõ 4 è 5 ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ Òåîðåì 1.1 è 2.1.
Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïëîòíîñòü p(x, θ) äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïî
âòîðîìó àðãóìåíòó (çàìåòèì çäåñü, ÷òî â Òåîðåìå 1.1 íå òðåáóåòñß ñóùåñòâîâàíèß
âòîðîé ïðîèçâîäíîé p(2)(x, θ)). Èç ôîðìóë (1.10) è (1.18) ñëåäóåò, ÷òî
hn(Xn) = exp{Λn(θn)}. (3.1)
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Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (1.13)  (1.15), èìååì ñòîõàñòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå äëß ëîãàðèôìà îòíîøåíèß ïðàâäîïîäîáèß Λn(θn)
Λn(θn) ≈ Ln1 + 12 Ln2 + E0 l
(1)(X1)
n∑
i=1
θni +
1
2
E0 l
(2)(X1)
n∑
i=1
θ2ni. (3.2)
Îòáðîøåííûå ÷ëåíû èìåþò ¾áîëåå âûñîêèé ïîðßäîê ìàëîñòè¿. Ïðè åñòåñòâåí-
íûõ óñëîâèßõ ðåãóëßðíîñòè, ñâßçàííûõ ñ âîçìîæíîñòüþ äèôôåðåíöèðîâàíèß ïî
θ òîæäåñòâà ∫
p(x, θ) dν(x) ≡ 1 (3.3)
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà
Eθ l
(1)(X1, θ) ≡ 0, Eθ p(j)(X1, θ) ≡ 0, j = 1, 2, · · · Eθ l(2)(X1, θ) ≡ −I(θ). (3.4)
Ïîýòîìó èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî
Λn(θn) ≈ Ln1 + 12 Ln2 −
I
2
n∑
i=1
θ2ni. (3.5)
Òåïåðü ñ ó÷åòîì óñëîâèé (T1), (T2) (ñì. (1.20) è (1.21)) è çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèß
n∑
i=1
θ2ni ≈ A2, Ln2 ≈ 0, (3.6)
ïîýòîìó èç (3.5) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî
Λn(θn) ≈ Ln1 − A
2 I
2
(3.7)
è èç Ëåììû 4.2 è åå çàìå÷àíèé ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî
Λn(θn) =⇒ N
(
−A
2 I
2
, A2 I
)
, n → ∞. (3.8)
Òåïåðü èñêîìàß ñòîõàñòè÷åñêàß àïïðîêñèìàöèß äëß hn(Xn) ïðèîáðåòàåò âèä (ñì.
(3.1) è (3.8))
hn(Xn) ≈ h¯n(Xn) = exp
{
Ln1 − A
2 I
2
}
. (3.9)
Òåïåðü ïîëó÷èì ñòîõàñòè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ äëß hQnn (Xn). Èç ôîðìóë (2.5) è
(2.7) ñëåäóåò, ÷òî
hQnn (Xn) = exp{ΛQnn } = exp
{ n∑
i=1
(lG(Xi, bni) − l(Xi))
}
. (3.10)
Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (1.13)  (1.15), èìååì (çàìåòèì, ÷òî â
Òåîðåìå 2.1 íå òðåáóåòñß ñóùåñòâîâàíèå ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé p(4)(x, θ))
lG(x, θ) − l(x) = log
∫
p(x, θu) dG(u)
p(x)
=
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= log
(
1 + θ ψ1(x)
∫
u dG(u) +
θ2
2
ψ2(x)
∫
u2 dG(u) +
+
θ3
6
ψ3(x)
∫
u3 dG(u) +
θ4
24
ψ4(x)
∫
u4 dG(u)
)
+ · · · . (3.11)
Â ñèëó óñëîâèé (G1) è (G2) (ñì. (2.9), (2.10)) ýòî ðàçëîæåíèå ïðèîáðåòàåò âèä
lG(x, θ) − l(x) = log
(
1 +
θ2
2
ψ2(x) +
θ4
24
µ4 ψ4(x) + · · ·
)
≈
≈ θ
2
2
ψ2(x) +
θ4
24
(
µ4 ψ4(x) − 3ψ22(x)
)
, µ4 =
∫
u4 dG(u). (3.12)
Òåïåðü ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (1.15) è ôîðìóë (2.7), (3.4), (3.10) è (3.12) èìååì
ΛQnn ≈
LQn2
2
+
LQn4
24
+ µQn4, (3.13)
hQnn (Xn) ≈ exp
{LQn2
2
+
LQn4
24
+ µQn4
}
, (3.14)
ãäå
LQn2 =
n∑
i=1
b2ni ψ2(Xi), (3.15)
LQn4 =
n∑
i=1
b4ni
(
µ4 ψ4(Xi) − 3 ψ22(Xi) + 3J
)
, (3.16)
µQn4 = −J8
n∑
i=1
b4ni. (3.17)
Â ñèëó óñëîâèé (B1), (B2) è çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèß
µQn4 ≈ −JB
4
8
, LQn4 ≈ 0, n → ∞, (3.18)
ïîýòîìó èç Ëåììû 4.2 è åå çàìå÷àíèé, ôîðìóë (3.13) è (3.18) ñëåäóåò, ÷òî
ΛQnn =⇒ N
(
−B
4 J
8
,
B4 J
4
)
, n → ∞. (3.19)
Òåïåðü èñêîìàß ñòîõàñòè÷åñêàß àïïðîêñèìàöèß äëß hQnn (Xn) ïðèîáðåòàåò âèä (ñì.
(3.14) è (3.18))
hQnn (Xn) ≈ h¯Qnn (Xn) = exp
{LQn2
2
− B
4 J
8
}
. (3.20)
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-
æäåíèß. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåì 1.1 è 2.1 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé ¾îäíîñòîðîí-
íåé¿ ìîäèôèêàöèè èçâåñòíîé ëåììû Øåôôå (ñì. [9], [3], ñòð. 306, [4], ñòð. 204,
Ëåììà 2.1Ï), êîòîðàß äîêàçàíà â ðàáîòå [6] (ñì. Ëåììó 3.1 èç ýòîé ðàáîòû).
Ëåììà 4.1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Un ≥ 0 è Vn ≥ 0 îïðåäåëåíû íà
âåðîßòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ωn,Bn,Pn), n = 1, 2, . . . è ïóñòü èíòåãðàëû
âèäà
EnVn =
∫
Vn dPn
àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, òî åñòü
En [Vn, An] ≡
∫
An
Vn d Pn → 0
ïðè Pn(An) → 0, n → ∞. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî
En Un → 1, En Vn → 1, n → ∞ (4.1)
è äëß ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Pn
(
Un < Vn − ε
)
→ 0, n → ∞. (4.2)
Òîãäà
En|Un − Vn| → 0, n → ∞. (4.3)
Çàìå÷àíèå 4.0. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [8] (Òåîðåìà Âèòàëè) ïðèâåäåí
âàðèàíò Ëåììû 4.1 â ñëåäóþùåì âèäå.
Ïóñòü X,Xθ, θ ∈ [0, ε]  äåéñòâèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà âåðîßòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (X ,F ,P). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß
(1) äëß ëþáîãî γ > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
P
(
X ≥ 0, Xθ ≤ X − γ
)
+ P
(
X < 0, Xθ ≥ X + γ
)
→ 0, θ ↓ 0;
(2) äëß íåêîòîðîãî s > 0
lim sup
θ↓0
E |Xθ|s ≤ E |X|s < ∞.
Òîãäà
E |Xθ − X|s → 0, θ ↓ 0.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.1 ïðèìåíèì Ëåììó 4.1 ñ
Pn( · ) = Pn,0( · ), Un = hn(Xn), Vn = h¯n(Xn).
Òîãäà, ïîñêîëüêó
En,0 hn(Xn) = 1,
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òî äëß äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøå-
íèé
En,0 h¯n(Xn) → 1, n → ∞, (4.4)∫
An
h¯n(xn) d Pn,0(xn) → 0 ïðè Pn,0(An) → 0, n → ∞ (4.5)
è
Pn,0
(
hn(Xn) < h¯n(Xn) − ε
)
→ 0, n → ∞. (4.6)
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëß äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1 ïðèìåíèì Ëåììó 4.1 ñ
Pn( · ) = Pn,0( · ), Un = hQnn (Xn), Vn = h¯Qnn (Xn).
Òîãäà, ïîñêîëüêó
En,0 h
Qn
n (Xn) = 1,
òî äëß äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøå-
íèé
En,0 h¯
Qn
n (Xn) → 1, n → ∞, (4.7)∫
An
h¯Qnn (xn) dPn,0(xn) → 0 ïðè Pn,0(An) → 0, n → ∞ (4.8)
è
Pn,0
(
hQnn (Xn) < h¯
Qn
n (Xn) − ε
)
→ 0, n → ∞. (4.9)
Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 1.1 è 2.1 ñëåäóþò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Óòâåðæäåíèå 4.1.
1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Òåîðåìû 1.1, òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(4.4).
2. Èç óñëîâèé F (3)4 è (B1), (B2) ñëåäóåò (4.7).
Óòâåðæäåíèå 4.2.
1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Òåîðåìû 1.1, òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(4.5).
2. Èç óñëîâèé F (3)4 è (B1), (B2) ñëåäóåò (4.8).
Óòâåðæäåíèå 4.3.
1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Òåîðåìû 1.1, òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(4.6).
2. Èç óñëîâèé Òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò (4.9).
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Â ðàáîòå íåîäíîêðàòíî èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå ëåììû.
Ëåììà 4.2. ([2], ñòð. 197, Òåîðåìà 5.1.2) Ïóñòü Y1, . . . , Yn - íåçàâèñèìûå îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé è
µ = E Y1, 0 < σ2 = Var Y1 < ∞.
Òîãäà
n∑
i=1
aniYi =⇒ N (µn, σ2n),
ãäå
µn = µ
n∑
i=1
ani, σ
2
n = σ
2
n∑
i=1
a2ni,
ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèß íà êîíñòàíòû {ani}
(A)
∑n
i=1 a
2
ni
max1≤i≤n a2ni
→ ∞, n → ∞.
Çàìå÷àíèå 4.1. Çàìåòèì, ÷òî äëß âûïîëíåíèß óñëîâèß (À) äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèß óñëîâèé
(A1) max
1≤i≤n
|ani| → 0, n → ∞
è
(A2)
n∑
i=1
a2ni → A2 > 0, n → ∞.
Çàìå÷àíèå 4.2. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå Ëåììû 3.2 îñòàåòñß ñïðà-
âåäëèâûì, åñëè âåëè÷èíû µn è σ2n çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà µ¯n è σ¯2n òàê,
÷òîáû
σ¯2n
σ2n
→ 1, µ¯n − µn
σn
→ 0, n → ∞.
Ëåììà 4.3. ([3], ñòð. 51, Òåîðåìà 5.4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëß èíòåãðèðóåìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Zn ≥ 0 è Z ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèß
Zn =⇒ Z, E Zn → E Z, n → ∞.
Òîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Zn ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû.
Ëåììà 4.4. ([5], ñòð. 174, Óòâåðæäåíèå 9.4.g) Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yn ðàâíî-
ìåðíî èíòåãðèðóåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàëû îò íèõ ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû.
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8] ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 4.5.
1. ([8], Òåîðåìà 2.7). Åñëè âûïîëíåíî Óñëîâèå F (1)2 , òî äëß ëþáîãî ñåìåéñòâà
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Eθ, 0 < θ ≤ ε} èç óñëîâèß
P0(Eθ) = o(θ2)
ñëåäóåò, ÷òî è
Pθ(Eθ) = o(θ2).
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2. ([8], Òåîðåìà 2.8). Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèß F (1)2 (1), F
(1)
2 (2) è
lim sup
θ↓0
Eθ (l(1)(X1, θ)2 ≤ E0 (l(1)(X1)2,
òîãäà âûïîëíåíî Óñëîâèå F (1)2 (3).
3. ([8], Òåîðåìà 2.9). Ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèß F (1)2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
p(1)(x) d ν(x) = 0.
4. ([8], Òåîðåìà 2.10 è åå äîêàçàòåëüñòâî, Òåîðåìà 2.7, Ëåììà 2.1 è ðàâåí-
ñòâà (3.53) è (3.54)). Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè Óñëîâèß F (1)2 äëß ëþáîãî δ > 0
ñóùåñòâóåò 2 - ñèñòåìà {Dθ,δ} (Dθ,δ ⊂ Aθ) òàêàß, ÷òî
E0
(
l(X1, θ) − l(X1)
)
1Dθ,δ(X1) = −
θ2 I
2
+ o(θ2),
sup
Dθ,δ
∣∣∣∣∣p(x, θ)p(x) − 1
∣∣∣∣∣ ≤ δ, supDθ,δ |l(1)(x)| ≤ δ θ−1,
sup
Dθ,δ
∣∣∣∣∣p(x, θ)p(x) − 1 − θ ψ1(x)
∣∣∣∣∣ ≤ δ, E0 (ψj(X1))2 < ∞,
E0
(
p(X1, θ)
p(X1)
− 1 − θ ψ1(X1)
)2
1Dθ,δ(X1) = o(θ
2),
sup
Dθ,δ
∣∣∣log p(x, θ) − log p(x) − θ l(1)(x)∣∣∣ ≤ δ,
E0
(
log p(X1, θ) − log p(X1) − θ l(1)(X1)
)2
1Dθ,δ(X1) = o(θ
2).∣∣∣∣∣E0 (p(X1, θ)p(X1) − 1
)
1Dθ,δ(X1)
∣∣∣∣∣= o(θ2),
E0
(
p(X1, θ)
p(X1)
− 1
)2
1Dθ,δ(X1) = θ
2 I + o(θ2).
Ëåììà 4.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Òåîðåìû 1.1. Òîãäà äëß ëþáîãî δ > 0
è ëþáîãî i ∈ {1, · · ·n} òàêîãî, ÷òî θni 6= 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
Dni,δ òàêèå, ÷òî
P0 (Dcni,δ) = o(θ
2
ni),
E0
(
l(X1, θni) − l(X1)
)
1Dni,δ(X1) = −
θ2ni I
2
+ o(θ2ni),
sup
Dni,δ
∣∣∣∣∣p(x, θni)p(x) − 1
∣∣∣∣∣ ≤ δ, 0 ≤ θ ≤ ε, supDni,δ |l(1)(x)| ≤ δ θ−1ni ,
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sup
Dni,δ
∣∣∣∣∣p(x, θni)p(x) − 1 − θni ψ1(x)
∣∣∣∣∣ ≤ δ, E0 (ψj(X1))2 < ∞,
E0
(
p(X1, θni)
p(X1)
− 1 − θni ψ1(X1)
)2
1Dni,δ(X1) = o(θ
2
ni),
sup
Dni,δ
∣∣∣log p(x, θni) − log p(x) − θni l(1)(x)∣∣∣ ≤ δ,
E0
(
log p(X1, θni) − log p(X1) − θni l(1)(X1)
)2
1Dni,δ(X1) = o(θ
2
ni).
Ïðè÷åì äëß âñåõ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ âèäà o(θ2ni) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
n∑
i:θni 6=0
o(θ2ni) → 0, n → ∞.
Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8] òàêæå ñëåäóþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Ëåììà 4.7.
1. ([8], Òåîðåìà 2.7). Åñëè âûïîëíåíî Óñëîâèå F (3)4 , òî äëß ëþáîãî ñåìåéñòâà
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Eθ, 0 < θ ≤ ε} èç óñëîâèß
P0(Eθ) = o(θ4)
ñëåäóåò, ÷òî è
Pθ(Eθ) = o(θ4).
2. ([8], Òåîðåìà 2.8). Ïóñòü âûïîëíåíû Óñëîâèß F (3)4 (1), F
(3)
4 (2) è
lim sup
θ↓0
Eθ
∣∣∣∣∣
(
p3/4
)(3)
(X1, θ)
p3/4(X1, θ)
∣∣∣∣∣
4/3
≤ E0
∣∣∣∣∣
(
p3/4
)(3)
(X1)
p3/4(X1)
∣∣∣∣∣
4/3
,
òîãäà âûïîëíåíî Óñëîâèå F (3)4 (3).
3. ([8], Òåîðåìà 2.9). Ïðè âûïîëíåíèè Óñëîâèß F (3)4 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∫
p(j)(x) d ν(x) = 0, j = 1, 2, 3.
4. ([8], Òåîðåìà 2.10 è åå äîêàçàòåëüñòâî, Òåîðåìà 2.7, Ëåììà 2.1 è ðàâåíñòâà
(3.53) -(3.55)). Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè Óñëîâèß F (3)4 äëß ëþáîãî δ > 0 ñóùå-
ñòâóåò 4 - ñèñòåìà {Cθ,δ} (Cθ,δ ⊂ Bθ) òàêàß, ÷òî
E0
(
l(X1, θ) − l(X1)
)
1Cθ,δ(X1) = −
4∑
j=2
θj
j!
Mj + o(θ4),
ãäå
M2 = I = E0 (l(1)(X1))2, M3 = E0 (l(1)(X1))3 + 3 E0 l(1)(X1) l(2)(X1),
136 ÁÅÍÈÍÃ Â.Å.
M4 = E0(l(1)(X1))4+6E0(l(1)(X1))2l(2)(X1)+3E0(l(2)(X1))2+4E0l(1)(X1)l(3)(X1),
sup
Cθ,δ
∣∣∣∣∣p(x, θ)p(x) − 1
∣∣∣∣∣ ≤ δ, 0 ≤ θ ≤ ε, supCθ,δ
∣∣∣ψj(x)∣∣∣ ≤ δ θ−j ,
sup
Cθ,δ
∣∣∣∣∣p(x, θ)p(x) −
j∑
m=0
θm
m!
ψm(x)
∣∣∣∣∣ ≤ δ, E0 ∣∣∣ψj(X1)∣∣∣4/j < ∞,
E0
∣∣∣∣∣p(X1, θ)p(X1) −
j∑
m=0
θm
m!
ψm(X1)
∣∣∣∣∣
4/j
1Cθ,δ(X1) = o(θ
4), j = 1, 2, 3.
∣∣∣∣∣E0 (p(X1, θ)p(X1) − 1
)
1Cθ,δ(X1)
∣∣∣∣∣= o(θ4),
E0
(
p(X1, θ)
p(X1)
−1
)j
1Cθ,δ (X1) = E0
[(
3∑
m=1
θm p(m)(X1)
m! p(X1)
)j]
4
+o(θ4), j = 2, 3, 4,
E0
∣∣∣∣∣p(X1, θ)p(X1) − 1
∣∣∣∣∣
5
1Cθ,δ(X1) = o(θ
4).
Ëåììà 4.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Òåîðåìû 2.1. Òîãäà äëß ëþáîãî δ > 0
è ëþáîãî i ∈ {1, · · ·n} òàêîãî, ÷òî bni 6= 0 ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà
Cni,δ òàêèå, ÷òî
P0 (Ccni,δ) = o(b
4
ni),
E0
(
l(X1, bni) − l(X1)
)
1Cni,δ(X1) = −
4∑
j=2
bjni
j!
Mj + o(b4ni),
ãäå
M2 = I = E0 (l(1)(X1))2, M3 = E0 (l(1)(X1))3 + 3 E0 l(1)(X1) l(2)(X1),
M4 = E0 (l(1)(X1))4 +6E0 (l(1)(X1))2 l(2)(X1) + 3E0 (l(2)(X1))2 +4E0 l(1)(X1) l(3)(X1),
sup
Cni,δ
∣∣∣∣∣p(x, bni)p(x) − 1
∣∣∣∣∣ ≤ δ, supCni,δ
∣∣∣ψj(x)∣∣∣ ≤ δ b−jni ,
sup
Cni,δ
∣∣∣∣∣p(x, bni)p(x) −
j∑
m=0
bmni
m!
ψm(x)
∣∣∣∣∣ ≤ δ,
E0
∣∣∣∣∣p(X1, bni)p(X1) −
j∑
m=0
bmni
m!
ψm(X1)
∣∣∣∣∣
4/j
1Cni,δ(X1) = o(b
4
ni), j = 1, 2, 3,
∣∣∣∣∣E0 (p(X1, θ)p(X1) − 1
)
1Cni,δ(X1)
∣∣∣∣∣= o(b4ni),
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E0
(
p(X1, θ)
p(X1)
− 1
)j
1Cni,δ(X1) = E0
[(
3∑
m=1
θm p(m)(X1)
m! p(X1)
)j]
4
+ o(b4ni), j = 2, 3, 4,
E0
∣∣∣p(X1, θ)
p(X1)
− 1
∣∣∣5 1Cni,δ(X1) = o(b4ni).
Ïðè÷åì äëß âñåõ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ âèäà o(b4ni) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
n∑
i:bni 6=0
o(b4ni) → 0, n → ∞.
Ëåììà 4.9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß Ëåììû 4.8. Òîãäà
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1)
)
1Cni,δ(X1) = −
J b4ni
8
+ o(b4ni),
ãäå Cni,δ - ìíîæåñòâà èç Ëåììû 4.8,
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1) − b2niψ2(X1)/2
)2
1Cni,δ(X1) = o(b
4
ni),
è äëß îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ âèäà o(b4ni) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
n∑
i:bni 6=0
o(b4ni) → 0, n → ∞.
Äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâà Ëåìì 1.1 è 2.1 ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû, ïî-
ýòîìó äîêàæåì, íàïðèìåð, Ëåììó 2.1.
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.1. Ïîñêîëüêó êðèòåðèè ΨQnn (Xn) è Ψ¯Qnn (Xn) íàè-
áîëåå ìîùíûå êðèòåðèè äëß ïðîâåðêè ãèïîòåçû Hn0 (ñì. (1.3)) ñîîòâåòñòâåííî
ïðîòèâ àëüòåðíàòèâ HQnn1 è H¯
Qn
n1 , òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (ñì. (1.9))
βQnn (Ψ
Qn
n ) =
∫
ΨQnn (xn) h
Qn
n (xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) ≥
≥
∫
Ψ¯Qnn (xn) h
Qn
n (xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) = βQnn (Ψ¯Qnn ) (5.1)
è
β¯Qnn (Ψ¯
Qn
n ) =
1
an
∫
Ψ¯Qnn (xn) h¯
Qn
n (xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) ≥
≥ 1
an
∫
ΨQnn (xn) h¯
Qn
n (xn) pn(xn) dν(x1) · · · dν(xn) = β¯Qnn (ΨQnn ). (5.2)
Ñ ó÷åòîì Òåîðåìû 1.1 èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
βQnn (Ψ
Qn
n ) ≥ βQnn (Ψ¯Qnn ) ≥ β¯Qnn (Ψ¯Qnn ) − δn, (5.3)
ãäå δn ≥ 0, δn → 0 è
β¯Qnn (Ψ¯
Qn
n ) ≥ β¯Qnn (ΨQnn ) ≥ βQnn (ΨQnn ) − γn, (5.4)
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ãäå γn ≥ 0, γn → 0.
Èç íåðàâåíñòâ (5.3) è (5.4) ñëåäóåò, ÷òî
βQnn (Ψ
Qn
n ) − βQnn (Ψ¯Qnn ) ≥ 0
è
βQnn (Ψ
Qn
n ) − βQnn (Ψ¯Qnn ) ≤ βQnn (ΨQnn ) − β¯Qnn (Ψ¯Qnn ) + δn ≤
≤ βQnn (ΨQnn ) − βQnn (ΨQnn ) + δn + γn = δn + γn → 0, n → ∞.
Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèß 4.1.
1. Èç îïðåäåëåíèß h¯n(Xn) (ñì. (1.19)) ñëåäóåò, ÷òî
En,0 h¯n(Xn) = En,0 exp{L˜n1 − A2 I/2} =
= exp{−A2 I/2}
n∏
i=1
E0 exp{θni l˜(1)(X1)}. (5.5)
Ïîýòîìó
log En,0 h¯n(Xn) = − A
2 I
2
+
n∑
i=1
log E0 exp{θni l˜(1)(X1)} (5.6)
è äëß äîêàçàòåëüñòâà (4.4) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
n∑
i=1
log E0 exp{θni l˜(1)(X1)} → A
2 I
2
. (5.7)
Äîêàæåì (5.7). Ó÷èòûâàß Ëåììó 4.6 è íåðàâåíñòâà (ñì. (1.19))
sup
Dni,δ
|l(1)(x)| ≤ δθ−1ni ,
∣∣∣ex−1−x−x2
2
∣∣∣ ≤ |x|3
6
e|x|, | log(1+x)−x| ≤ x2, |x| ≤ 1
2
,
(5.8)
ìîæíî íàïèñàòü
E0 exp{θni l˜(1)(X1)} = 1 + θni E0 l˜(1)(X1) + θ
2
ni
2
E0 (l˜(1)(X1))2 + ρn1(i), (5.9)
log E0 exp{θni l˜(1)(X1)} = θni E0 l˜(1)(X1) + θ
2
ni
2
E0 (l˜(1)(X1))2 + ρn1(i) + ρn2(i),
(5.10)
ãäå äëß îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ρn1(i) è ρn2(i) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|ρn1(i)| ≤ |θni|
3
6
E0 |l˜(1)(X1)|3 exp{|θni| |l˜(1)(X1)|} ≤ I θ
2
ni δ
6
eδ, (5.11)
|ρn2(i)| ≤
(
θni E0 l˜(1)(X1) +
θ2ni
2
E0 (l˜(1)(X1))2 + ρn1(i)
)2
≤
≤ 4
(
θ2ni (E0 l˜
(1)(X1))2 +
θ4ni
4
(
E0 (l˜(1)(X1))2
)2
+ ρ2n1(i)
)
. (5.12)
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Íî
|E0 l˜(1)(X1)| = |E0 l(1)(X1) 1Dcni,δ(X1)| ≤
≤ I1/2
(
P0(Dcni,δ)
)1/2
= o(θni), (5.13)
|ρn3(i)| ≡ |E0 (l˜(1)(X1))2 − I| = E0 (l(1)(X1))21Dcni,δ(X1) → 0, (5.14)
ïîýòîìó èç ôîðìóë (5.10) - (5.14) ñëåäóåò, ÷òî
log E0 exp{θni l˜(1)(X1)} = θ
2
ni I
2
+ ρn(i), (5.15)
ãäå
|ρn(i)| =
∣∣∣θni E0 l˜(1)(X1) + ρn1(i) + ρn2(i) + θ2ni2 ρn3(i)∣∣∣ ≤
≤ |θni|
∣∣∣E0 l˜(1)(X1)∣∣∣ + |ρn1(i)| + |ρn2(i)| + θ2ni2 |ρn3(i)|. (5.16)
Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (5.7) ñëåäóåò èç óñëîâèé (T1), (T2), ïðîèçâîëüíîñòè âû-
áîðà δ > 0 è ôîðìóë (5.11) - (5.16).
2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïóíêòà áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1. Îäíàêî äëß
ïîëíîòû ìû åãî ïðèâåäåì ïîëíîñòüþ.
Èç îïðåäåëåíèß h¯Qnn (Xn) (ñì. (2.8), (3.15)) ñëåäóåò, ÷òî
En,0 h¯
Qn
n (Xn) = En,0 exp
{
L˜Qn2
2
− J B
4
8
}
=
= exp{−B4J/2}
n∏
i=1
E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
, ψ˜2(x) =
p(2)(x)
p(x)
1Cni,δ(x). (5.5)
′
Ïîýòîìó
log En,0 h¯Qnn (Xn) = −
B4 J
2
+
n∑
i=1
log E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
(5.6)′
è äëß äîêàçàòåëüñòâà (4.7) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
n∑
i=1
log E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
→ B
4 J
2
. (5.7)′
Äîêàæåì (5.7)′. Ó÷èòûâàß Ëåììó 4.8 è íåðàâåíñòâà
sup
Cni,δ
∣∣∣ψ˜2(x)∣∣∣ ≤ δb−2ni ,
∣∣∣ex − 1 − x − x2
2
∣∣∣ ≤ |x|3
6
e|x|, | log(1 + x) − x| ≤ x2, |x| ≤ 1
2
, (5.8)′
ìîæíî íàïèñàòü
E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
= 1 + b2ni E0 ψ˜2(X1) +
140 ÁÅÍÈÍÃ Â.Å.
+
b4ni
2
E0 ψ˜22(X1) + rn1(i), (5.9)
′
log E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
= b2ni E0 ψ˜2(X1) +
+
b4ni
2
E0 ψ˜22(X1) + rn1(i) + rn2(i), (5.10)′
ãäå äëß îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ rn1(i) è rn2(i) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|rn1(i)| ≤
≤ b
6
ni
6
E0
∣∣∣ψ˜2(X1)∣∣∣3 exp{b2ni ∣∣∣ψ˜2(X1)∣∣∣} ≤ J b4ni δ6 eδ, (5.11)′
|rn2(i)| ≤
(
b2ni E0 ψ˜2(X1) +
b4ni
2
E0 ψ˜22(X1) + rn1(i)
)2
≤
≤ 4
(
b4ni
(
E0 ψ˜2(X1)
)2
+
+
b8ni
4
(
E0 ψ˜22(X1)
)2
+ r2n1(i)
)
. (5.12)′
Íî ∣∣∣E0 ψ˜2(X1)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣E0 p(2)(X1)p(X1) 1Ccni,δ(X1)
∣∣∣∣∣ ≤
≤ J1/2
(
P0(Ccni,δ)
)1/2
= o(b2ni), (5.13)′
|rn3(i)| ≡
∣∣∣E0 ψ˜22(X1) − J∣∣∣ = E0
(
p(2)(X1)
p(X1)
)2
1Ccni,δ(X1) → 0, (5.14)′
ïîýòîìó èç ôîðìóë (5.10)′ − (5.14)′ ñëåäóåò, ÷òî
log E0 exp
{
b2ni ψ˜2(X1)
}
=
b4ni J
2
+ rn(i), (5.15)′
ãäå
|rn(i)| =
∣∣∣∣∣b2ni E0 ψ˜2(X1) + rn1(i) + rn2(i) + b4ni2 rn3(i)
∣∣∣∣∣ ≤
≤ b2ni
∣∣∣E0 ψ˜2(X1)∣∣∣ + |rn1(i)| + |rn2(i)| + b4ni2 |rn3(i)|. (5.16)′
Òåïåðü ñîîòíîøåíèå (5.7)′ ñëåäóåò èç óñëîâèé (B1), (B2), ïðîèçâîëüíîñòè
âûáîðà δ > 0 è ôîðìóë (5.11)′ − (5.16)′.
Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèß 4.2.
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1. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.5) ïðèìåíèì Ëåììû 4.3 è 4.4 ñ
Zn = Yn = h¯n(Xn), Z = exp{X −A2I/2}, X ∼ N (0, A2I).
Òîãäà ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå ñîîòíîøåíèß (4.4) (ñì. Óòâåðæäåíèå 4.1
(1)) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
E Z = 1, (5.17)
Ln1 =⇒ X, (5.18)
Ln1 − L˜n1 Pn,0−→ 0, n → ∞. (5.19)
Ñîîòíîøåíèå (5.17) õîðîøî èçâåñòíî è ñïðàâåäëèâî äëß ëîãíîðìàëüíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Z (ñì., íàïðèìåð, [2], ñòð. 258, (1.2.10)).
Ñëàáàß ñõîäèìîñòü (5.18) ñëåäóåò èç Óñëîâèé (T1), (T2), (ñì. (1.20), (1.21)),
Ëåììû 4.2 è Çàìå÷àíèß 4.1.
Ñõîäèìîñòü ïî âåðîßòíîñòè (5.19) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è Ëåì-
ìû 4.6
Pn,0(|Ln1 − L˜n1| ≥ ε) ≤
∑n
i=1 E0 |l(1)(X1)| 1Dcni,δ(X1) |θni|
ε
≤
≤
I1/2
∑n
i=1
(
P0 (Dcni,δ)
)1/2
|θni|
ε
=
∑n
i=1 o(θ
2
ni)
ε
→ 0, ε > 0, n → ∞.
(5.20)
2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïóíêòà áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 1. Îäíàêî ìû
åãî ïðèâåäåì ïîëíîñòüþ.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.8) ïðèìåíèì Ëåììû 4.3 è 4.4 ñ
Zn = Yn = h¯Qnn (Xn), Z = exp{X −B4J/8}, X ∼ N (0, B4J/4).
Òîãäà ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî âûøå ñîîòíîøåíèß (4.7) (ñì. Óòâåðæäåíèå 4.1
(2)) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
E Z = 1, (5.17)′
LQn2 =⇒ X, (5.18)′
LQn2 − L˜Qn2
Pn,0−→ 0, n → ∞. (5.19)′
Ñîîòíîøåíèå (5.17)′ õîðîøî èçâåñòíî è ñïðàâåäëèâî äëß ëîãíîðìàëüíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Z (ñì., íàïðèìåð, [2], ñòð. 258, (1.2.10)).
Ñëàáàß ñõîäèìîñòü (5.18)′ ñëåäóåò èç Óñëîâèé (B1), (B2), (ñì. (2.11), (2.12)),
Ëåììû 4.2 è Çàìå÷àíèß 4.1.
Ñõîäèìîñòü ïî âåðîßòíîñòè (5.19)′ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è Ëåì-
ìû 4.8
Pn,0
(∣∣∣LQn2 − L˜Qn2∣∣∣ ≥ ε) ≤
∑n
i=1 E0
∣∣∣p(2)(X1)p(X1) ∣∣∣ 1Ccni,δ(X1) b2ni
ε
≤
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≤
J1/2
∑n
i=1
(
P0 (Ccni,δ)
)1/2
b2ni
ε
=
∑n
i=1 o(b
4
ni)
ε
→ 0, ε > 0, n → ∞.
(5.20)′
Äîêàçàòåëüñòâî Óòâåðæäåíèß 4.3.
1. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.6) äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîå
íåðàâåíñòâî. Ó÷èòûâàß ñîîòíîøåíèå (4.4) (ñì. Óòâåðæäåíèå 4.1.(1)) è íåðà-
âåíñòâî ×åáûøåâà, äëß ëþáîãî A > 0 èìååì
Pn,0(h¯n(Xn) > A) ≤ En,0 h¯n(Xn)
A
= O(A−1). (5.21)
Ïîýòîìó
Pn,0(hn(Xn) < h¯n(Xn) − ε) = Pn,0(hn(Xn) < h¯n(Xn) − ε, h¯n(Xn) > ε) ≤
≤ Pn,0(hn(Xn) < h¯n(Xn) − ε, ε < h¯n(Xn) ≤ A) + Pn,0(h¯n(Xn) > A) ≤
≤ Pn,0
(
log
hn(Xn)
A
< log
( h¯n(Xn)
A
− ε
A
)
,
ε
A
<
h¯n(Xn)
A
≤ 1
)
+O(A−1). (5.22)
Òåïåðü, èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî
log (x − ε) ≤ log x − ε, 0 < ε ≤ x ≤ 1,
äëß ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.22) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
Pn,0(hn(Xn) < h¯n(Xn)− ε) ≤ Pn,0
(
log hn(Xn) < log h¯n(Xn)− ε
A
)
+O(A−1),
(5.23)
ãäå A > 0 - äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Èç íåðàâåíñòâà (5.23) òåïåðü ñëåäó-
åò, ÷òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.6) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëß
ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Pn,0(log hn(Xn) < log h¯n(Xn) − ε) → 0, n → ∞. (5.24)
Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (ñì. (1.10), (1.15) è (1.19))
Pn,0
(
n∑
i=1
(
log
p(Xi, θni)
p(Xi)
− θni l˜(1)(Xi)
)
+
A2I
2
< −ε
)
→ 0, n → ∞. (5.25)
Ïîñêîëüêó
Pn,0
(
n∑
i=1
log
p(Xi, θni)
p(Xi)
6=
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni) − l˜(Xi)
))
≤
≤ Pn,0
( n⋃
i=1
Dcni,δ
)
≤
n∑
i=1
P0(Dcni,δ) =
n∑
i=1
o(θ2ni) → 0, (5.26)
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òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (5.25) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni)− l˜(Xi)−θni l˜(1)(Xi)
)
+
A2I
2
< −ε
)
→ 0, n → ∞. (5.27)
Íî
Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni) − l˜(Xi) − θni l˜(1)(Xi)
)
+
A2I
2
< −ε
)
=
= Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni)− l˜(Xi)−θni l˜(1)(Xi)+ θ
2
niI
2
)
+
I
2
(A2−
n∑
i=1
θ2ni) < −ε
)
≤
≤ Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni) − l˜(Xi) − θni l˜(1)(Xi) + θ
2
niI
2
)
< −ε
)
. (5.28)
òåïåðü ïîñêîëüêó â ñèëó Ëåììû 4.6 è ñîîòíîøåíèß (5.13)
En,0
n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni) − l˜(Xi) − θni l˜(1)(Xi) + θ
2
niI
2
)
=
=
n∑
i=1
o(θ2ni) −
n∑
i=1
θni E0 l˜
(1)(X1) =
n∑
i=1
o(θ2ni) → 0, (5.29)
òî ïðàâàß ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.28) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû
Pn,0
( n∑
i=1
(
l˜(Xi, θni) − l˜(Xi) − θni l˜(1)(Xi) − E0 l˜(X1, θni) − E0 l˜(X1) − θniE0 l˜(1)(X1)
)
< −
ε
2
)
. (5.30)
Äëß îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.30) ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ×åáû-
øåâà è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå Ëåììû 4.6, ïîëó÷èì, ÷òî îíà íå ïðåâîñõîäèò
äðîáè
4
∑n
i=1 D0
(
l˜(X1, θni) − l˜(X1) − θni l˜(1)(X1)
)
ε2
≤
≤
4
∑n
i=1 E0
(
l˜(X1, θni) − l˜(X1) − θni l˜(1)(X1)
)2
ε2
=
4
∑n
i=1 o(θ
2
ni)
ε2
→ 0.
(5.31)
2. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïóíêòà â èäåéíîì ïëàíå áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíê-
òà 1, îäíàêî ìû åãî ïðèâåäåì ïîëíîñòüþ.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.9) äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîå
íåðàâåíñòâî. Ó÷èòûâàß ñîîòíîøåíèå (4.7) (ñì. Óòâåðæäåíèå 4.1.(2)) è íåðà-
âåíñòâî ×åáûøåâà, äëß ëþáîãî A > 0 èìååì
Pn,0(h¯Qnn (Xn) > A) ≤
En,0 h¯
Qn
n (Xn)
A
= O(A−1). (5.21)′
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Ïîýòîìó
Pn,0(hQnn (Xn) < h¯
Qn
n (Xn)−ε) = Pn,0(hQnn (Xn) < h¯Qnn (Xn)−ε, h¯Qnn (Xn) > ε) ≤
≤ Pn,0(hQnn (Xn) < h¯Qnn (Xn) − ε, ε < h¯Qnn (Xn) ≤ A) + Pn,0(h¯Qnn (Xn) > A) ≤
≤ Pn,0
(
log
hQnn (Xn)
A
< log
( h¯Qnn (Xn)
A
− ε
A
)
,
ε
A
<
h¯Qnn (Xn)
A
≤ 1
)
+O(A−1).
(5.22)′
Òåïåðü èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî
log (x − ε) ≤ log x − ε, 0 < ε ≤ x ≤ 1,
äëß ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.22)′ ñïðàâåäëèâà îöåíêà
Pn,0(hQnn (Xn) < h¯
Qn
n (Xn) − ε) ≤
≤ Pn,0
(
log hQnn (Xn) < log h¯
Qn
n (Xn) −
ε
A
)
+ O(A−1), (5.23)′
ãäå A > 0 - äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Èç íåðàâåíñòâà (5.23)′ òåïåðü ñëåäó-
åò, ÷òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (4.9) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëß
ëþáîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
Pn,0(log hQnn (Xn) < log h¯
Qn
n (Xn) − ε) → 0, n → ∞. (5.24)′
Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (ñì. (2.5), (2.8), (3.10) è (5.6)′)
Pn,0
(
n∑
i=1
(
lG(Xi, bni) − l(Xi) − b2ni ψ˜2(Xi)/2
)
+
B4J
8
< −ε
)
→ 0, n → ∞.
(5.25)′
Ïîñêîëüêó
Pn,0
(
n∑
i=1
(
lG(Xi, bni) − l(Xi)
)
6=
n∑
i=1
(
l˜G(Xi, bni) − l˜(Xi)
))
≤
≤ Pn,0
( n⋃
i=1
Ccni,δ
)
≤
n∑
i=1
P0(Ccni,δ) =
n∑
i=1
o(b4ni) → 0, (5.26)′
ãäå
l˜G(x, bni) = lG(x, bni) 1Cni,δ(x), l˜(x) = l(x) 1Cni,δ(x),
òî äëß äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèß (5.25)′ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜G(Xi, bni) − l˜(Xi) − b2ni ψ˜2(Xi)/2
)
+
B4J
8
< −ε
)
→ 0, n → ∞.
(5.27)′
Íî
Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜G(Xi, bni) − l˜(Xi) − b2ni ψ˜2(Xi)/2
)
+
B4J
2
< −ε
)
=
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= Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜G(Xi, bni)−l˜(Xi)−b2niψ˜2(Xi)/2+
b4niJ
8
)
+
J
8
(B4−
n∑
i=1
b4ni) < −ε
)
≤
≤ Pn,0
(
n∑
i=1
(
l˜G(Xi) − l˜(Xi) − b2ni ψ˜2(Xi)/2 +
b4niJ
8
)
< −ε
)
. (5.28)′
òåïåðü â ñèëó Ëåììû 4.9 è ñîîòíîøåíèß∣∣∣E0 ψ˜2(X1)∣∣∣ = ∣∣∣E0 ψ2(X1) 1Ccni,δ(X1)∣∣∣ ≤ J1/2 (P(Ccni,δ))1/2 = o(b2ni),
èìååì
En,0
n∑
i=1
(
l˜G(Xi, θni) − l˜(Xi) − b2ni ψ˜2(Xi)/2 +
b4niJ
8
)
=
=
n∑
i=1
o(b4ni) −
1
2
n∑
i=1
b2ni E0 ψ˜2(X1) =
n∑
i=1
o(b4ni) → 0, (5.29)′
è çíà÷èò ïðàâàß ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.28)′ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íå ïðå-
âîñõîäèò âåëè÷èíû
Pn,0
( n∑
i=1
(
l˜G(Xi, θni)− l˜(Xi)− b2ni ψ˜2(Xi)/2− E0 l˜G(X1, θni)− E0 l˜(X1)− b
2
niE0 ψ˜2(X1)/2
)
< −
ε
2
)
. (5.30)′
Äëß îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.30)′ ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ×åáû-
øåâà è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå Ëåììû 4.9, ïîëó÷èì, ÷òî îíà íå ïðåâîñõîäèò
äðîáè
4
∑n
i=1 D0
(
l˜G(X1, θni) − l˜(X1) − b2ni ψ˜2(X1)/2
)
ε2
≤
≤
4
∑n
i=1 E0
(
l˜G(X1, θni) − l˜(X1) − b2ni ψ˜2(X1)/2
)2
ε2
=
4
∑n
i=1 o(b
4
ni)
ε2
→ 0.
(5.31)′
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.6. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî â óòâåð-
æäåíèè 4 Ëåììû 4.5 ïîëîæèòü
Dni,δ = Dθni,δ
è âîñïîëüçîâàòüñß Óñëîâèßìè (Ò1) è (Ò2) (ñì. (1.20) è (1.21)).
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.8. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî â óòâåð-
æäåíèè 4 Ëåììû 4.7 ïîëîæèòü
Cni,δ = Cbni,δ
è âîñïîëüçîâàòüñß Óñëîâèßìè (B1) è (B2) (ñì. (2.11) è (2.12)).
Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.9.
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Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ Cni,δ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.8) è îïðåäåëåíèþ
4 - ñèñòåìû, èìååì
Cni,δ = Cbni,δ ⊂ Cubni,δ, 0 ≤ u ≤ 1, (5.32)
ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (ñì. Ëåììû 4.7 è 4.8)
sup
Cbi,δ
∣∣∣p(x, ubni)
p(x)
− 1
∣∣∣ ≤ sup
Cubi,δ
∣∣∣p(x, ubni)
p(x)
− 1
∣∣∣ ≤ δ (5.33)
è ðàâíîìåðíî ïî 0 ≤ u ≤ 1∣∣∣∣∣E0(p(X1, ubni)p(X1) −1
)
1Cni,δ(X1)
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣E0(p(X1, ubni)p(X1) −1
)
1Cubni,δ(X1)
∣∣∣∣∣+rn1,i = o(b4ni)+rn1,i,
|rn1,i| ≤ E0
∣∣∣p(X1, ubni)
p(X1)
− 1
∣∣∣ 1Cubni,δ\Cni,δ(X1) ≤ δ P0(Ccni,δ) = o(b4ni),
òî åñòü ∣∣∣∣∣E0 (p(X1, ubni)p(X1) − 1
)
1Cni,δ(X1)
∣∣∣∣∣ = o(b4ni). (5.34)
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî 0 ≤ u ≤ 1
E0
(
p(X1, ubni)
p(X1)
− 1
)j
1Cni,δ(X1) =
= E0
[( 3∑
m=1
umbmni
m!
ψm(X1)
)j]
4
+ o(b4ni), j = 2, 3, 4, (5.35)
E0
∣∣∣∣∣p(X1, ubni)p(X1) − 1
∣∣∣∣∣
5
1Cni,δ(X1) = o(b
4
ni). (5.36)
Äàëåå, èñïîëüçóß ðàâåíñòâî
log (1 + x) =
4∑
j=1
(−1)j+1 x
j
j
+ u4(x), (5.37)
ãäå ïðè |x| ≤ δ äëß îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà u4(x) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|u4(x)| ≤ Cδ |x|5, Cδ > 0, (5.38)
ïðè x ∈ Cni,δ ìîæíî íàïèñàòü
lG(x, bni) − l(x) = log
∫
p(x, bniu)
p(x)
dG(u) =
= log
(
1 +
∫ (p(x, bniu)
p(x)
− 1
)
dG(u)
)
=
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=
4∑
j=1
(∫ (p(x, bniu)
p(x)
− 1
)
dG(u)
)j
(−1)j+1
j
+ rn2,i(x), (5.39)
ãäå
|rn2,i(x)| ≤ Cδ
∣∣∣∣∣
∫ (p(x, bniu)
p(x)
− 1
)
dG(u)
∣∣∣∣∣
5
. (5.40)
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1)
)
1Cni,δ(X1) =
=
4∑
j=1
(−1)j+1
j
E0
(∫ (p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
)
dG(u)
)j
1Cni,δ(X1) + E0 rn2,i(X1)1Cni,δ(X1),
(5.41)
ïðè÷åì ñ ó÷åòîì (5.40) è (5.36) èìååì
E0 |rn2,i(X1)| 1Cni,δ(X1) ≤ Cδ E0
(∫ ∣∣∣p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
∣∣∣ dG(u))5 1Cni,δ(X1) ≤
≤ Cδ
∫
E0
∣∣∣p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
∣∣∣51Cni,δ(X1) dG(u) = o(b4ni), (5.42)
è çíà÷èò (ñì. (5.34)) ðàâåíñòâî (5.41) ïðèîáðåòàåò âèä
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1)
)
1Cni,δ(X1) =
=
4∑
j=2
(−1)j+1
j
E0
(∫ (p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
)
dG(u)
)j
1Cni,δ(X1) + o(b
4
ni). (5.43)
Èç Ëåììû 4.8 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî
sup
Cbi,δ
∣∣∣∣∣p(x, ubni)p(x) −
j∑
m=0
umbmni
m!
ψm(x)
∣∣∣∣∣ ≤ δ,
E0
∣∣∣∣∣p(X1, ubni)p(X1) −
j∑
m=0
umbmni
m!
ψm(X1)
∣∣∣∣∣
4/j
1Cni,δ(X1) = o(b
4
ni), j = 1, 2, 3. (5.44)
Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå ïðè j = 2 â ïðàâîé ÷àñòè (5.43). Èìååì
E0
(∫ (p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
)
dG(u)
)2
1Cni,δ(X1) ≡
≡ E0
(∫ (
ubniψ1(X1) +
u2b2niψ2(X1)
2
+ ρni(u,X1)
)
dG(u)
)2
1Cni,δ(X1), (5.45)
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ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí ρni(u, x) èìååò âèä
ρni(u, x) =
p(x, ubni)
p(x)
−
2∑
m=0
umbmni
m!
ψm(x). (5.46)
Èç óñëîâèé (G1) è (G2) (ñì. (2.9), (2.10)) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàß ÷àñòü ðàâåíñòâà
(5.45) ïðèîáðåòàåò âèä
E0
(
b2ni
2
ψ2(X1) +
∫
ρni(u,X1) dG(u)
)2
1Cni,δ(X1) =
=
b4niJ
4
+ b2ni E0 ψ2(X1)
∫
ρni(u,X1) dG(u) 1Cni,δ(X1) +
+ E0
(∫
ρni(u,X1) dG(u)
)2
1Cni,δ(X1) +
b4ni
4
(
E0 ψ
2
2(X1)1Cni,δ(X1) − J
)
. (5.47)
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.47) åñòü âåëè÷èíà âèäà o(b4ni). Îöåíèì
âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (5.47). Èñïîëüçóß (5.44) è íåðàâåíñòâî
Ãåëüäåðà, ïîëó÷èì
b2ni
∣∣∣E0ψ2(X1)∫ ρni(u,X1)dG(u)1Cni,δ(X1)∣∣∣ ≤ b2ni ∫ E0∣∣∣ψ2(X1)∣∣∣|ρni(u,X1)|1Cni,δ(X1)dG(u) ≤
≤ b2niJ1/2
∫ (
E0 ρ
2
ni(u,X1) 1Cni,δ(X1)
)1/2
dG(u) = o(b4ni). (5.48)
Àíàëîãè÷íî
E0
(∫
ρni(u,X1) dG(u)
)2
1Cni,δ (X1) ≤
≤
∫
E0 ρ
2
ni(u,X1)1Cni,δ(X1) dG(u) = o(b
4
ni). (5.49)
Òåïåðü èç (5.43), (4.45) - (5.49) ñëåäóåò, ÷òî
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1)
)
1Cni,δ(X1) = −
b4niJ
8
+
+
4∑
j=3
(−1)j+1
j
E0
(∫ (p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
)
dG(u)
)j
1Cni,δ(X1) + o(b
4
ni). (5.50)
Äîêàæåì, ÷òî ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.50) èìååò âèä o(b4ni). Èñïîëüçóß
ðàâåíñòâà (5.45) è (5.46) ïîëó÷àåì, ÷òî
E0
(∫ (p(X1, bniu)
p(X1)
− 1
)
dG(u)
)j
1Cni,δ(X1) =
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= E0
(
b2niψ2(X1)
2
+
∫
ρni(u,X1) dG(u)
)j
1Cni,δ (X1), j = 3, 4. (5.51)
Èñïîëüçóåì òåïåðü íåðàâåíñòâî
|a + b|r ≤ 2r−1 (|a|r + |b|r), r ≥ 1 (5.52)
äëß îöåíêè ìîäóëß ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.51). Ïîëó÷àåì, ÷òî ìîäóëü ïðàâîé
÷àñòè (5.51) íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû
2j−1
(
b2jni
2j
E0 |ψ2(X1)|j 1Cni,δ(X1) + E0
∣∣∣∫ ρni(u,X1)dG(u)∣∣∣j 1Cni,δ(X1)
)
, j = 3, 4.
(5.53)
Èç Ëåììû 4.8 è íåðàâåíñòâ (5.44) è (5.49) ñëåäóåò, ÷òî
E0 |ψ2(X1)|j 1Cni,δ(X1) ≤ J δj−2 b−2(j−2)ni , (5.54)
E0
∣∣∣∫ ρni(u,X1) dG(u)∣∣∣j 1Cni,δ(X1) ≤
≤ δj−2
∫
E0 ρ
2
ni(u,X1) 1Cni,δ(X1) dG(u) = o(b
4
ni), j = 3, 4. (5.55)
Òåïåðü â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0 èç ñîîòíîøåíèé (5.50) - (5.55) ñëåäóåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå Ëåììû.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå Ëåììû.
Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèßì (5.37) - (5.40) ïðè x ∈ Cni,δ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-
íèß
lG(x, bni) − l(x) − b
2
ni ψ2(x)
2
=
=
∫ (p(x, bniu)
p(x)
− 1
)
dG(u) − b
2
ni ψ2(x)
2
+ rn3,i(x) =
=
∫ (
ubniψ1(x) +
u2b2ni ψ2(x)
2
+ ρni(u, x)
)
dG(u) − b
2
ni ψ2(x)
2
+ rn3,i(x) =
=
∫
ρni(u, x) dG(u) + rn3,i(x), (5.56)
ãäå îñòàòî÷íûé ρni(u, x) ÷ëåí îïðåäåëåí â (5.46) è
|rn3,i(x)| ≤ Cδ
(∫ (p(x, bniu)
p(x)
− 1
)
dG(u)
)2
=
= Cδ
(∫ (
ubniψ1(x) + δni(u, x)
)
dG(u)
)2
= Cδ
(∫
δni(u, x) dG(u)
)2
, (5.57)
δni(u, x) =
p(x, bniu)
p(x)
− 1 − ubniψ1(x). (5.58)
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Ïîýòîìó òåïåðü èç ñîîòíîøåíèé (5.57) è (5.49) ñëåäóåò, ÷òî
E0
(
lG(X1, bni) − l(X1) − b
2
ni ψ2(X1)
2
)2
1Cni,δ(X1) =
= E0
(
rn3,i(X1) +
∫
ρni(u,X1) dG(u)
)2
1Cni,δ(X1) ≤
≤ 2
(
E0 r
2
n3,i(X1) 1Cni,δ(X1) +
∫
E0 ρ
2
ni(u,X1) 1Cni,δ(X1) dG(u)
)
≤
≤ Cδ E0
(∫
δni(u,X1) dG(u)
)4
1Cni,δ(X1) + o(b
4
ni) ≤
≤ Cδ
∫
E0 δ
4
ni(u,X1) 1Cni,δ(X1) dG(u) + o(b
4
ni). (5.59)
Òåïåðü èç ðàâåíñòâà (5.58) è ñîîòíîøåíèß (5.44) ñ j = 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàß ÷àñòü
íåðàâåíñòâà (5.59) åñòü o(b4ni).
Ïðèìåðû.
1. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé àëüòåðíàòèâ Hn1 (ñì. (1.1)) âèäà
θn1 = . . . = θnn = τt, τ = n−1/2, 0 < t ≤ C < ∞, C > 0. (6.1)
Òîãäà Óñëîâèß (T1) è (T2) (ñì. (1.20) è (1.21)) âûïîëíåíû ñ A2 = t2. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëß íåêîòîðîãî ε > 0 ïëîòíîñòü p(x, θ), 0 ≤ θ ≤ ε óäîâëåòâîðßåò
Óñëîâèþ F (1)2 . Òîãäà èç Òåîðåìû 1.1 è Ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé,
îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå
T˜n = τ
n∑
i=1
l˜(1)(Xi), (6.2)
l˜(1)(x) = l(1)(x) 1Dn1,δ(x),
òî åñòü èìåþùèé âèä
Ψ¯∗n(Xn) =
{
1, T˜n > c˜n,
0, T˜n < c˜n,
(6.3)
íå çàâèñèò îò t (ßâëßåòñß ëîêàëüíî íàèáîëåå ìîùíûì) è èìååò ìîùíîñòü
β¯∗n(t) ≡ β¯∗n(τt) = En,τt Ψ¯∗n(Xn) (6.4)
àñèìïòîòè÷åñêè íå õóæå ÷åì ìîùíîñòü
β∗n(t) ≡ β∗n(τt) = En,τt Ψ∗n(Xn) (6.5)
íàèëó÷øåãî êðèòåðèß Ψ∗n(Xn) â òîì ñìûñëå, ÷òî
β∗n(t) − β¯∗n(t) → 0, n → ∞. (6.6)
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Êîíñòàíòû c˜n è êðèòåðèé Ψ¯∗n(Xn) (ñì. (6.3)) îïðåäåëåíû òàê, ÷òîáû
En,0 Ψ¯∗n(Xn) = Pn,0
(
T˜n > c˜n
)
+
+ γn Pn,0
(
T˜n = c˜n
)
= α, 0 ≤ γn ≤ 1. (6.7)
Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèß Ëåììû 4.6 ñëåäóåò, ÷òî äëß ëþáîãî δ > 0
P0(Dcn1,δ) = o(n
−1) (6.8)
è ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèß (6.7) ñëåäóåò, ÷òî
En,0 Ψ¯∗n(Xn) = Pn,0
(
n−1/2
n∑
i=1
l(1)(Xi) > c˜n
)
+
+ γn Pn,0
(
n−1/2
n∑
i=1
l(1)(Xi) = c˜n
)
+ o(1) = α. (6.9)
Äàëåå ïîñêîëüêó (ñì. Ëåììó 4.5(2))
E0 l
(1)(X1) = 0, E0 (l(1)(X1))2 = I, (6.10)
òî â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ñì. òàêæå Ëåììó 4.2.1, [4], ñòð.
102)
En,0 Ψ¯∗n(Xn) = 1 − Φ
(
c˜n√
I
)
+ o(1) = α (6.11)
è çíà÷èò
c˜n =
√
I u1−α + o(1), n → ∞. (6.12)
Äàëåå
β¯∗n(t) = En,τt Ψ¯
∗
n(Xn) = Pn,τt
(
T˜n > c˜n
)
+ + γn Pn,τt
(
T˜n = c˜n
)
. (6.13)
Äëß ìîìåíòîâ l˜(1)(X1) ïðè àëüòåðíàòèâå ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
Eτt l˜
(1)(X1) = E0
p(X1, τ t)
p(X1)
l˜(1)(X1) = E0
(
1+ τtl(1)(X1)
)
l˜(1)(X1)+ r˜n1, (6.14)
ãäå ñ ó÷åòîì Ëåììû 4.6 äëß îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà r˜n1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|r˜n1| =
∣∣∣∣∣E0 (p(X1, τ t)p(X1) − 1 − τt l(1)(X1)
)
l˜(1)(X1)
∣∣∣∣∣ ≤
≤ I1/2 E1/20
(p(X1, τ t)
p(X1)
− 1 − τt l(1)(X1)
)2
1Dn1,δ(X1) = o(τ). (6.15)
Òàêèì îáðàçîì èç (6.14), (6.15) è (5.13), (5.14) ñëåäóåò, ÷òî
Eτt l˜
(1)(X1) = τt I + o(τ). (6.16)
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Àíàëîãè÷íî
Eτt
(
l˜(1)(X1)
)2
= E0
(
l˜(1)(X1)
)2
+ r˜n2, (6.17)
ãäå
|r˜n2| =
∣∣∣∣∣E0 (p(X1, τ t)p(X1) − 1
) (
l˜(1)(X1)
)2∣∣∣∣∣ ≤ δ I. (6.18)
Ïîýòîìó â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ > 0 è ñîîòíîøåíèß (5.14) èç (6.17) ñëåäóåò,
÷òî
Eτt
(
l˜(1)(X1)
)2
= I + o(1). (6.19)
Òåïåðü èç (6.13), (6.16), (6.19) è öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû èìååì
β¯∗n(t) = 1 − Φ
( c˜n − t I√
I
)
+ o(1) (6.20)
è çíà÷èò ñ ó÷åòîì (6.12) è Ëåììû 1.1
β¯∗n(t) −→ β∗(t) = Φ
(
t
√
I − u1−α
)
(6.21)
è
β∗n(t) −→ β∗(t) = Φ
(
t
√
I − u1−α
)
, n → ∞. (6.22)
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî äîêàçàòü (èñïîëüçóß ïåðâûå óòâåðæäåíèß
Ëåìì 4.5 è 4.6) äëß ìîùíîñòè êðèòåðèß, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå
Tn = τ
n∑
i=1
l(1)(Xi), (6.23)
òî åñòü ïðåäåëüíàß ìîùíîñòü òàêîãî êðèòåðèß ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé β∗(t).
2. Äëß ñëó÷àß îáùåé àëüòåðíàòèâû (1.4), ïðè ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèé Òåîðå-
ìû 1.1, ñïðàâåäëèâ ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ñîîòíîøåíèßì (6.21) è (6.22). À
èìåííî, êðèòåðèé Ψ¯∗n(Xn), îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå
T˜n =
n∑
i=1
θni l˜
(1)(Xi), (6.24)
l˜(1)(x) = l(1)(x) 1Dni,δ(x),
èëè íà ñòàòèñòèêå
Tn =
n∑
i=1
θni l
(1)(Xi), (6.25)
óæå çàâèñèò îò àëüòåðíàòèâû θni, èìååò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå (ñì. òàêæå
Ëåììó 4.2 è (6.7) - (6.12))
c˜n = A u1−α + o(1), n → ∞, (6.26)
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è äëß åãî ìîùíîñòè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (ñì. (6.13) - (6.22))
β¯∗n(θni) −→ β∗(A) = Φ
(
A
√
I − u1−α
)
, (6.26)
ïðè ýòîì òàêæå è (Ëåììà 1.1)
β∗n(θni) −→ β∗(A) = Φ
(
A
√
I − u1−α
)
, n → ∞. (6.27)
3. Â ðàáîòå [7] ðàññìîòðåíà ñèòóàöèß, êîãäà íàáëþäåíèßXn íîðìàëüíû, òî åñòü
pn(xn, θn) =
n∏
ϕ(xi − θni). (6.27)
Äëß ýòîãî ñëó÷àß äëß êëàññà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûé øèðå ÷åì
â Òåîðåìå 2.1, ïîëó÷åí îáùèé âèä áàéåñîâñêîãî êðèòåðèß, â ÷àñòíîñòè, ïîêà-
çàíî, ÷òî îí îñíîâàí íà ñòàòèñòèêå
TQn =
n∑
i=1
b2ni (X
2
i − 1). (6.28)
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñß ñ Òåîðåìîé 2.1 (ñì. (2.8)), ïîñêîëüêó
äëß íîðìàëüíîãî ñëó÷àß
ψ2(x) =
p2(x)
p(x)
= x2 − 1.
Íàéäåì ïðåäåëüíûå ìîùíîñòè äëß êðèòåðèåâ Ψ¯Qnn (Xn) è ΨQnn (Xn). Ïîñêîëü-
êó
J = E0 ψ22(X1) = E0
(
X21 − 1
)2
= 2, (6.29)
òî ïðè ãèïîòåçå Hn0 ñòàòèñòèêà TQn àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà
TQn =⇒ N (0, 2B4) (6.30)
è äëß êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèß dn ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
dn =
√
2B2 u1−α + o(1), n → ∞. (6.31)
Ïðè àëüòåðíàòèâå HQnn1
TQn =⇒ N (B4, 2B4), (6.32)
ïîýòîìó
βQnn (Ψ¯
Qn
n ) −→ βQ(B) = Φ
(
B2/
√
2 − u1−α
)
, (6.33)
ïðè ýòîì òàêæå è (Ëåììà 2.1)
βQnn (Ψ
Qn
n ) −→ βQ(B) = Φ
(
B2/
√
2 − u1−α
)
, n → ∞. (6.34)
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Çàìåòèì çäåñü òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ íàáëþäåíèé (6.27)
I = E0 ψ21(X1) = E0 X
2
1 = 1, (6.35)
òî êðèòåðèé Ψ¯n(Xn), îñíîâàííûé íà ñòàòèñòèêå (ñì. (6.25))
Tn = −
n∑
i=1
θni Xi (6.36)
è êðèòåðèé Ψn(Xn) èìåþò îäèíàêîâûå ïðåäåëüíûå ìîùíîñòè ðàâíûå (ñì.
(6.26) è (6.27))
β∗(A) = Φ
(
A − u1−α
)
. (6.37)
Â ñëó÷àå, åñëè B2 =
√
2A, òî èç (6.37) è (6.34) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûå
ìîùíîñòè β∗(A) è βQ(B) ñîâïàäàþò.
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